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Anwendung einer Einzentrenmethode
auf die n-Elektronensysteme von Fiinferheterozyklen*

Von

Hermany HarrMayn und Karr Jue

Fiinferheterozyklen mit einem Heteroatom wurden mit einer Einzentrenmethode behan-
delt. Als Einteilchenfunktionen wurde eine Basis von orthogonalen Funktionen in Kugel-
koordinaten gewshlt, die sich tiber das ganze Molekiil erstrecken und am Mittelpunkt des
Finfrings zenfriert sind. Als Radialfunktionen wurden Slaterfunktionen, als 9-Winkelfunk-
tionen geeignete Legendrefunktionen und als ¢-Winkelfunktionen zur Beriicksichtigung des
Heteroatoms Hillfunktionen gewihlt. Die Energie des Grundzustandes unter Einschluff der
Elektronenwechselwirkung wurde beziglich des Index I der Legendrefunktionen und des
Parameters ¢ der Hillfunktionen minimisiert. Elektronendichte, Dipolmoment, Ubergangs-
momente, Anregungsenergien und Diamagnetismus lieBen sich quantitativ erfassen, die
Tonisationsenergie nicht.

Five-membered heterocycles with one hetero atom were treated with a one center method.
A basis of orthogonal, monoelectronic functions in spherical coordinates was chosen which
extend over the whole molecule and are centered in the middle of the five-membered ring.
As radial functions were chosen Slater functions, as ?-angle functions appropriate Legendre
functions and as @-angle functions Hill functions with regard to the hetero atom. The energy
of the ground state including electronic interaction explicitly was minimized with respect to
the index ! of the Legendre functions and the parameter g of the Hill functions. The electronic
charge density, dipole moment, transition moments, excitation energies and diamagnetism
were calculated in reasonable accord with experiment, but not the ionisation potential.

Pour traiter les monohétérocycles & cing atomes, nous avons adopté une base orthogonale
de fonctions monoélectroniques s’étendant sur toute la molécule et ayant I'origine 4 son centre.
Ces fonctions, séparables en coordinates sphériques, se composent de fonctions de Slater
(partie radiale), fonctions appropriées de Legendre de I'angle ¢ et fonctions de Hill de I'angle ¢
(pour tenir compte de I'hétéroatome). L’énergie de I'état fondamental, avec interaction
électronique explicite, est minimisée relativement & l'indice I des fonetions de Legendre et au
paramétre ¢ des fonctions de Hill. La densité électronique, le moment dipolaire, les moments
et les énergies de transition et le diamagnétisme se calculent en accord satisfaisant avec
Pexpérience, mais non pas le potentiel d’ionisation.

1. Einleitung

Fiinferheterozyklen wie Furan oder Pyrrol sind mit der LCAO-MO-Theorie
bereits behandelt worden [3, 17], wobei der halbempirische Charakter dieser Rech-
nungen etwas unbefriedigend bleibt. Die Schwierigkeiten der LCAO-Theorie liegen
in folgendem:

Bei der Berechnung von Atomfunktionen geht man naheliegenderweise von
einem Koordinatensystem aus, dessen Ursprung im Atom liegt. So sind in der

* Auszug aus der Dissertation von K. Jue, Frankfurt (Main), 1965, seinem Vater gewidmet.
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LCAO-Theorie die fiinf Atomfunktionen, von denen bestimmte Linearkombina-
tionen die Einelektronenfunktionen zur Beschreibung der sechs z-Elektronen von
Furan oder Pyrrol bilden, zunichst in Abhéngigkeit von solchen Koordinaten ge-
geben. Unter den Energieintegralen treten sog. ,,Mehrzentrenintegrale’ iiber nicht-
orthogonale Atomfunktionen auf.

Es soll nun versucht werden, eine Methode zu entwickeln,
die eine theoretisch fundierte Behandlung des folgenden
Ringschemas gestattet: Die sechs s-Elektronen von Furan
5 2 bzw. Pyrrol bewegen sich im Atomrumpfgeriist der Fig. 1.

7

2, Die Methode

In Weiterentwicklung der Gedanken [9] tGber ein Ein-
zentrenmodell bei CH, (Pseudo-Neon-Modell) kann man aunch
bei organischen Ringen eine orthogonale Basis von Molekiil-
funktionen angeben, die am Mittelpunkt des Rings zentriert sind. Uberlegungen
dieser Art sind von FrRENKEL [7] fiir Benzol angestellt worden.

Der Vorteil einer solchen Einzentrenmethode bei organischen Ringen besteht
darin, daf3 wegen der Orthogonalitdt der Molekiilfunktionen eine Berechnung von
Energieintegralen gegentiber der LCAO-Methode erheblich vereinfacht und még-
lich wird. Man geht dabei so vor, dal man Einelektronenfunktionen sucht, die in
einfacher Weise von den Koordinaten eines Koordinatensystems abhingen, dessen
Ursprung im Mittelpunkt des Rings liegt. Qualitativ sollen diese Einzentren-
Molekiilfunktionen die Eigenschaft der LCAO-Funktionen besitzen: ihre Dichte-
verteilung und Knotenzahl soll entsprechend. sein; auBerdem soll ihr gruppen-
theoretisches Transformationsverhalten iibereinstimmen.

Einfache Radialfunktionen, die im Ringmittelpunkt und im Unendlichen ver-
schwinden, sowie iiber den Atomen ein Dichtemaximum ergeben, sind die Slater-
funktionen. Als §-Winkelfunktionen fiir die 7-Elektronen wahlen wir aus den zu-
geordneten Legendrefunktionen P}* (cos ¢) solche aus, die antisymmetrisch beziig-
lich Spiegelung an der Molekiilebene sind. Da wir aber kein Zentralproblem vor-
liegen haben, und mit der Wahl des vorgeschlagenen Koordinatensystems kein
,fiktives Zentralatom‘‘ einfithren, sondern nur einen geeigneten Funktionensatz
fiir die Wirkung der punktférmigen atomaren Rumpfladungen angeben wollen,
miissen wir uns vom kugelsymmetrischen Anteil efm? 16sen. Der Tatsache, daf sich
ein Heteroatom im Ring befindet, tragen wir durch Einfithrung allgemeiner perio-
discher Funktionen, nimlich Hillfunktionen Rechnung. Durch Anderung des
Parameters ¢ der Hillfunktionen ist uns die Moglichkeit gegeben, die Dichtever-
teilung von der Gleichverteilung iiber alle fiinf Atome bis zur einseitigen Defor-
mation mit Lokalisierung der Dichte beim Heteroatom kontinuierlich zu be-
schreiben.

Die Klagsen von Funktionen (Slater-, Legendre-, Hillfunktionen) liefern uns
einen Variationsansatz. Wir wihlen fiir die Parameter (Index I der Legendre-
funktionen und Parameter g der Hilllunktionen) solche Werte, dafl die Energie des
Grundzustandes minimal wird.

Die Energie eines Zustandes setzt sich zusammen aus kinetischer und poten-
tieller Energie der Elektronen im Rumpffeld sowie der Elektronenwechselwir-
kungsenergie.

q
Fig. 1. Atomrumpfgeriist
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3. Wahl der Eigenfunktionen in nullter Niherung

Aus praktischen Griinden (Berechnung der Energieintegrale) wihlen wir das
Koordinatensystem wie in Fig. 2 angegeben. Die irreduziblen Darstellungen von
x, y, z ergeben sich dementsprechend anders als bei den Autoren [1, 3, 17] (s. Tab. 1).

Der Koordinatenursprung liege im Mittel-
punkt eines regelmiBigen Finfecks.Die zy- f v
Ebene sei Molekiilebene, die 2-Achse Symme- \7}
trieachse des Molekiils. Das Heteroatom liege \
auf der negativen z-Achse. 7 P

Die Einzentrenfunktionen seien in Kugel- i@

X
koordinaten separierbar: 7\2? y
p(rde) =B -0 D(p) . (3.1) 5

Wahl von & (9)

Aus der Annahme, dafl die Molekiilebene
die einzige Knotenkegelfliche ist und die Funktionen oberhalb und unterhalb der
Molekiilebene nur ein Extreroum besitzen sollen, ergibt sich als $#-Anteil nur die

Fig. 2. Koordinatensystem

zugeordnete Kugelfunktion P{, die bei & = 0, g— und 7zr verschwindet und fir

§ = Omax = arcsin ]/?;;i (3.2)
ein Extremum annimmt; die beiden Extrema riicken mit wachsendem ! gegen

&= —Z— , also gegen die Ringebene.

O (3) = No P (cos?) Ny = | 2_(2_2%}%., . (3.3)

Aus physikalischen Griinden folgt I > 2, weil sonst die Dichte ber dem Ring-
mittelpunkt, nicht iiber den Atomen maximal wiirde.

Tabelle 1. Charaktereniafel der Gruppe Cay

{
' ‘ Ce(z) | o ! a
A,z ' 1 l 1 [ 1 ' 1 E Identitat
A, ‘ 1 ‘ 1 ‘ -1 [ -1 C, Drehung von sz um die z-Achse
Bz ‘ 1 Pl ! 1 | -1 | o Spiegelung an der 2z-Ebene
B,y | 1 | 1 ;1 | 1 | o}, Spiegelung an der zy-Ebene
z
P17 st i 8
i
i %
! z u
P .7 A
Pmax z S \0
~ ~ jl
Fig. 3 Fig. 4

Fig. 8. Verlauf der Legendrefunktion Pf_l firli>2

Fig. 4. r, Ringradius, 4 Ort eines Atoms, B, B’ Ort des Dichtemaximums des Produkts B (r) @ (¥), u Gerade in
der 2, y-Ebene
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Wahl von R (r)
Das Quadrat der Radialfunktionen soll nur ein Maximum besitzen. Geeignet

sind Slater-Funktionen:

28t 3

R (7‘) = Z\T.;- . 1‘l e¢r NT = W .

(3.4)

R (r) hat ein Maximum fiir r = rpax = —lg .

Am nichsten lage, ryax = 7, anzunehmen, doch ist bekanntlich bei der z-Bin-
dung die gréBte Dichte der 2p m-Funktionen oberhalb und unterhalb des Rings.

Will man erreichen, daff der Ort des Dichtemaximums von R (r) @ (9) senkrecht
"o

- wéahlen. Der Parameter &
sin 19‘max

iiber dem Ring liegt, so muB man rmax = By =

ist damit festgelegt als
VI{i—1)

E= (3.5)

Wahl von @ (¢)

Cosinus- und Sinusfunktionen haben eine gleichméBig periodische Verteilung
iiber den Ring und sind deshalb zur Auszeichnung des Heteroatoms im Finferring
nicht geeignet. Man wihle stattdessen die entsprechenden Hill-Funktionen, die
Lésungen der Differentialgleichung

@ f(g) ¢’ Parameter

it TW—2g cosg)flp)=0 (3.6)

A’ Bigenwert

sind. Die speziellen Hill-Funktionen, die wir brauchen, um, eine Periodizitét mit 2,
nicht aber mit = zu erhalten, sind Mathieu-Funktionen mit geradem Index vom
halben Argument.
14
ut

m=+0

fiir (3.7)

ce (‘P> L
2m E T/T
P (p) =N+ o Ny = 1 i
Segm(?> ﬁ

A=41, g =4q vergleiche (7.13).

Die Einelektronenfunktionen lauten somit:

@
6€2m<2>
o (.
8(2m<2>

Wir machen weiterhin die Annahme, daB die Einelektronenfunktionen zur Be-
schreibung der sechs s-Elektronen gleiche Radial- und §-Winkelanteile besitzen,
die sich auch bei Anregung nicht &ndern. Diese Funktionen unterscheiden sich
also nur im ¢-Anteil, weshalb die Mathieu-Funktionen nach der Zahl der Knoten
besetzt werden kdnnen (Hilbertscher Knotensatz). Die Einelektronenfunktionen
werden von nun an wie folgt bezeichnet:

p (r, 0, @) = N -1t e~¢r PI™1 (cos ) N=N,NgN,. (3.8)
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py = F {r, %) cey <i§—> mit F (r, ) = N -7l e~ Pt (cos )
wy = &' (1, ) se,

wy=F (r,0) ce,
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Fig. 5. Verlauf der Mathieufunktionen ce, (¢/2,) se, ([2.) ce, (@f2) fiix ¢ =2

Im Grandzustand sitzen je zwei Elektronen in ce, (%) , Sy <»§> und ce, <%)
Die ersten vier angeregten Zustdnde werden durch Uberginge von se, —‘;— bzw.

ceq <%> nach se, (%) und ce, (%) beschrieben. Fiir den Parameter g der Mathieu-

schen Differentialgleichung (7.13) und den Index I der Kugelfunktionen werden
nach dem Variationsprinzip solche Werte gesucht, die die Energie des Grund-
zustandes zum Minimum machen.

(In der Bezeichnungsweise ist die Lage der Einelektronenterme £, < Z, und
E, < E,, die erst die Rechnung liefert, vorweggenommen worden. Aus der Zahl
der Knoten kann man nur schliefen: #, < E,, £, < E,, ;. Auch in der Bezeich-
nung der folgenden antisymmetrisierten Produkte soll die Reihenfolge der vier

Theoreb. chim. Acta (Berl.), Vol, 3 32
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ersten angeregten Zustdnde, wie sie sich durch Rechnung ergibt, bereits wieder-
gegeben werden.)

Der Grundzustand und die angeregten Zustdnde werden beschrieben durch
(V Singulett-, T Triplettzustand):

1
¥y = Ve (Y V1 Yo Yo P V)
1 1 — —_
tPVL Ty~ 75 T [(% P1 Yo '/’4 Ys 1,03) (W1 91 Ya Pa P33))
Ve :
1 1 — — —_
Y]Vz, Ty = ﬁ ’ %; {91 '901 Yo 1I’s’/’s 1/’3) (W1 Y1 P2 595 V)] (3.10)
1 1 —_ _
Pyy, 15 = V2 : I3 (K" Y1 Y 1/)2 Y3 ‘/)4) (Y1 91 Y2 Y2 P34l
1 1
Pra, 1= T (W 19 Pavs ¥s) F (01 2 Y2 pa sl -

In dieser Arbeit wird eine Konfigurationswechselwirkung dieser Zustinde
nicht betrachtet.

4. Potentialbetrachtungen
Fragt man nach der Separierbarkeitsbedingung der dreidimensionalen Schro-
dinger-Gleichung fiir ein Teilchen in Kugelkoordinaten, so erhdlt man, dafl das
Potential die Form haben muf:
v
V r, 9, ) = Ve (r) + 220 (4.1)

72 sin? 9

Hs wire nun interessant zu wissen, welches effektive Potential unsere Einelek-
tronenfunktionen erzeugt; d. h. wir betrachten unsere zunéchst plausibel gewahl-
ten Funktionen als Losung eines Potentialproblems, setzen die Funktionen in die
Schrédinger-Gleichung ein und suchen unter Anwendung von (4.1) das zugehérige
Potential. Es ergibt sich:

T
(l+,l)§_(~)-—4+zcos<p
r 2 - 2 8in? ’

V(r,d @)= (4.2)
Es besteht aus einem radialsymmetrischen Anteil, der von der Wahl der
Radialfunktionen herrithrt, wie beim Wasserstoffproblem, und einem. zylinder-
symmetrischen Anteil, dem drehsymmetrisch zur Normale der Molekiilebene eine
Cosinuswelle iiberlagert ist. Die Veranschaulichung ist folgende : Wahlen wir ¢ = 0,
was dem Ubergang von Mathieu- zu trigonometrischen Funktionen entspricht, so
erhalten wir fiir den Ring, der dem Finfeck der Atome umschrieben ist, konstantes
Potential, mithin eine Gleichverteilung der Elektronendichte. Mit wachsendem g
erhalten wir beim Heteroatom (¢ = ) erhhtes Potential, an der gegentiberliegen-
den Stelle des Ringes erniedrigtes Potential; d. h. je grofier g ist, desto mehr wer-
den die Elektronen das Bestreben haben, aus der Gleichverteilung zum Hetero-
atom zu wandern. Der Potentialverlauf itber dem Ring wird eine Ellipse, deren
Flichennormale schief zur Normale der Molekiilebene steht. Einer Verminderung
der potentiellen Energie in der Nahe des Heteroatoms steht eine VergroBerung der
kinetischen Energie gegeniiber; d. h. ¢ wird nicht beliebig groB werden.
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Die GroBe von g und damit das Potential wird durch das Zusammenwirken von
kinetischer und potentieller Energie aller Elektronen (einschlieBlich Elektronen-
wechselwirkungsenergie) im genannten Minimisierungsprozell der Energie des
Grundzustandes festgelegt. Zweifellos ist der erhaltene Potentialverlauf sinnvoll
und rechtfertigt die Wahl der Funktionen. Bemerkenswert ist weiterhin, daB es
nicht moglich ist, fiir alle sechs Elektronen das gleiche effektive Potential anzu-
geben: Der Eigenwert A der Mathieuschen Differentialgleichung ist fiir ce,, se,,
ce; usw. verschieden. Das Potential hingt auBerdem noch von I ab, das gleich-
falls nach dem Variationsprinzip festgelegt wird. Der zylindersymmetrische Anteil
tritt auch dann auf, wenn P (cos @) ei@ als Losungsfunktion der Schrédinger-
gleichung gewdhlt wird (m 17— 1).

5. Quantenchemische Behandlung
a) Elektronendichte

Um einen Eindruck von der Elektronenverteilung im Ring zu bekommen, etwa
welcher Bruchteil der Elektronen sich beim Heteroatom, den benachbarten und
den nicht benachbarten C-Atomen aufhilt, kann man den Ring in fiinf Sektoren

um die Atome aufteilen und tiber deren Dichteverteilung integrieren: bei Integra-

tion itber » und ¢ von 0 bis oo bzw. 0 bis 7, iiber ¢ jeweils von 0 bis E;i, %n— bis

4n
5

4 . 6
undwg—bls%z—.

b) Dipolmoment, Ubergangsmoment, Oszillatorenstirke

Das Dipolmoment besteht aus zwei Anteilen, die von den Kernladungen und
den s-Elektronen herrithren:

5 6
m=ce| > zgr(n)—[|¥Px|? X v()dr|. (5.1)
n=1 i=1
¢ Betrag der Elektronenladung, ¢ Elektronen, n Atome, z, Ladung des n-Atoms

Die positiven Rumpfladungen kénnen natiirlich kein echtes Dipolmoment er-
zeugen, rechentechnisch tritt aber auf Grund des gewdhlten Koordinatensystems
auch von ihnen ein Anteil auf. Die Summe aus Kernanteil und Elektronenanteil
ist physikalisch aber allein als Moment der z-Elektronen aufzufassen.

6 T
m=—{1+F > fgegmi<%>cos<pdq)]e-r0-ex, (6.2)

i=1—m
wobei
@I+ 3) 21+ 1) [QI-HWPR-TI+$H T @)
4-21=1) - yI =14y ¢+ 1)
ge Mathieu-Funktion, 27 — )/ =1-3-5-...- (21—~ 1)

F =

Der Anteil des Kerngeriists ist negativ, weil das Heteroatom auf der negativen
z-Achse liegt.

Das Ubergangsmoment fiir den Ubergang vom Grundzustand N zum ange-
regten Zustand V ist definiert als:

Dy — — o [ TF %_izlr (i) dr . (5.3)

32%
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Seieny;,y;die gewdhlten Einelektronenfunktionenundry; = [yF(1)r (1) w; (1)d,
so ergibt sich das Ubergangsmoment als
Dvv = }/2 * tmp (in at.-Einheiten) , (5.4)
wenn sich ¥y und ¥y in einer Spin-Bahnfunktion unterscheiden; vy, stammt aus
TN, YPp US TV.
Gruppentheoretische Untersuchung der Integrale:
Xix= [9p¥ cypdr
Yie= [y yyrdr
Zik = ‘fy):k 2Yk dt .

Die irreduziblen Darstellungen fiir #, y, z und y; lauten:

Fa} = Al A2 Sﬁ?zmK (-g) P%—l (COS ?9)
I,= B, Tv,=1{ fir -, . (5.5)
r, = B, B, Ceam, (‘2—> P%_l (cos )

Eine Zusammenstellung liefert folgende Tabelle:

Tabelle 2. Irreduzible Darstellungen wnd Polarisation der Uberginge

Iy, | Ty, |ToTy, | Xa | Ya Zue
4 | B .

Bl A2 ]B2 0 Yzlc O
4, 4,

Diese Zusammenstellung entstand unter der bekannten Voraussetzung, dafl
das Ubergangsmoment nur dann nicht verschwindet, wenn der Integrand die
totalsymmetrische Darstellung 4, induziert. Man sieht, da Uberginge zwischen
allen im Modell benutzten Einelektronenfunktionen und damit auch zwischen
allen einfach angeregten Singulettzustinden und dem Grundzustand moglich
sind. Die Strahlung ist in 2- oder y-Richtung polarisiert. Die Momente fiir die
Uberginge N — V lauten demnach:

] Dyvy l = VQ Y24 | QNVz l = l/? Xzs
| Dy | = V2 Vg5 | Dvvs | = 12 Xy, - (5.6)
Die Oszillatorenstirke ermittelt sich aus Energiedifferenz AHyy und Uber-
gangsmoment (alle Grofen in at.-Einheiten):
=2 AEny - Dyv)?. (6.7)

¢) Energie
Die Gesamtenergie wird gebildet durch Anwendung des exakten Hamilton-
operators (in at. E.)

—2n

) 5 6 6 1
AD + ¥ ¥ =+ X oo (5.8)
n=1i=1 in i,j=1 7
)

auf die Naherungsfunktionen ¥y bzw. Wy, Multiplikation mit der konjugiert kom-

H=—3}

i

LA
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plexen Funktion und Integration tber den Koordinatenbereich aller sechs Elek-
tronen:

En=[VYiHWydr. (5.9)

Wie schon in Abschnitt 5b) angedeutet, sind wegen der geringen Symmetrie

der Gruppe Cyy Uberginge zwischen allen im Modell benutzten Einteilchenfunk-

tionen moglich. Die geringe Symmetrie wird charakterisiert durch die Mathieu-

Funktionen: Integrale itber Produkte von zwei Mathieu-Funktionen und einer

trigonometrischen Funktion, wie sie bei Energieintegralen auftreten, verschwinden
nur dann, wenn der Integrand eine ungerade Funktion ist.

Kimetische Energic

Versteht man unter v die in (3.9) genannten Einteilchenfunktionen, so ergibt
sich die kinetische Einteilchenenergie als

By = [9* (— 5 M) pdy
SRV RIS DTS R

Anders als beim Wasserstoffproblem mit Fyi, = 3 £2 tritt hier noch eine Ab-
hingigkeit vom Eigenwert A und Parameter ¢ der Mathieuschen Differential-
gleichung auf.

Die gesamte kinetische Energie eines Zustandes ergibt sich wegen Normierung
und Orthogonalitdt der  als Summe der Einteilchenenergien aller Elektronen.

Ringenergie

2k +

-

Bezeichnungen: 0% (1) = V 2 F(P;‘l)2 P sin 9 dd
0

Dy (mi) = | geam, (Z ) cos my dp

5
T =0" Z zn © PP (n) cos mey,

o (1) = O () - Tz'c”
Wi (I, my) =y [ 2 Z o (1) Doy (m3)

'2k+1

Rk(l): +1fR2()rk+ﬂd7Jr7LfR2 - kd?

%
o

Wobeia&:j1 fiir =0
12" mx0

z:{ fun~2b1so

" 2 n=1

1 Elektronen n Atome

Um die Einteilchenenergie zu erhalten, mufl man in bekannter Weise den Ab-
standsoperator nach Kugelfunktionen entwickeln:

1 x 4n
e = k§0m=z_162k+1 : k+1 YE @ ¢0) YL (D @3) - (5.11)
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Bemerkenswert ist, daB auf Grund der geringen Symmetrie von den unendlich
vielen Entwicklungsfunktionen bei Integration nicht nur endlich viele iibrig
bleiben, wie das Theorem von GAUNT bei Einteilchenfunktionen der Art R (r) Y3
(9, @) (r=s beliebig) ergibt, sondern unendlich viele. Auf Grund von Symmetrie-
betrachtungen 146t sich zeigen, daB lediglich die Bedingung k — m = 2 n (n natiir-
liche Zahl) erfillt sein muB, damit die Energieanteile nicht verschwinden. Neben
den Mathieu-Integralen treten hier Legendre-Integrale auf, die sich nicht auf die
bekannten ¢ (I m', I'" m'") zuriickfithren lassen. Eine Berechnung ist méglich mit
Hilfe der Beta-Funktion. Die Einteilchenenergie ergibt sich somit als:

> ~—Zn
ERing:J"Qp*<_‘1 )’lpdT
¥ -\ pm*
= —Jy* Z Zn Z m;_k2k+1 15»1 e @) Yy (n)yde
k
--3 Vm (EO P OF ) R (5.12)

Die Summe aller Einelektronenenergien ergibt die gesamte Ringenergie.

Elektronenwechselwirkungsenergie
Bezeichnungen:
= @ @\ COS Mmp Jeam, * Jezm, gerade
Dy (mg, my) = ;f Geam, <‘2—> Jeam; ( 2) sin mg d fiir { , ., ungerade

24

P (mi, my) = Dy (1) * Py (my)
Qum (my, my) = (D, (M, my)]?
T () = [OF (O)?
Frll) = | B? (r) [1 [ R (r) 2 dny ok | B2 (rg) 18 d] 3 dry

i, j Elektronen

Der Zweielektronenoperator L fiihrt auf Zweielektronenintegrale, die als
tig

Coulomb- und Austauschintegral bekannt sind; Entwicklung des Operators nach
Kugelfunktionen und Abspaltung des gemeinsamen Radial- und J-Winkelintegral-
anteils der Einelektronenfunktionen fithrt unter Beriicksichtigung der Spinkoordi-
naten sofort auf die Energie:

6
EW=15U*~%< y )’Pdr
i,57=1 T

i£7
o0 6
ZO[> @ TPd 3 (Po— Qndus) Fi. (5.13)
k m=10 ti=

]

¥ antisymmetrisierte Wellenfunktion mit Spin
S = { 1 bei parallelem Spin
%% | 0 bei antiparallelem Spin
Die Energiebilanz wire unvollstdndig ohne die klassische Wechselwirkung der
Rimpfe:

7
Himpte = - eot% : (5.14)
o
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Allerdings ist es zweifelhaft, ob wir dieser GroBe physikalische Bedeutung bei-
messen konnen, da in ihr ja die ¢-Bindung unberiicksichtigt bleibt.

d) Diamagnetismus

Die z-Elektronenbewegung lings des Ringes 148t ein starkes diamagnetisches
Moment erwarten, wenn ein magnetisches Feld senkrecht zur Molekiilebene ange-
legt wird. Die molare Suszeptibilitit auf Grund des induzierten Momentes kann
man angeben als:

¢ N, % {‘1 2 2
%m01:‘4mcszN ii..l(xi +y;) Pndr
2 N, ~
:_G-‘lmc‘;;ﬁg, (5.15)

21+4)21+3) @I+ DHI@I-VUPETI+1) (D)

wobel G =6 - 40-1-2-I-DET(+))

Ny Loschmidtsche Zahl, ¢ Lichtgeschwindiglkeit, m Elektronenmasse

Fiir die drei Feldrichtungen z, ¥ und 2 sollte man eine anisotrope Verteilung
erhalten: Das diamagnetische Moment senkrecht zur Molekiilebene sollte bedeu-
tend. gréfler sein als das in der Molekiilebene.

6. Ergebnisse und Diskussion

Vorausgreifend mul} gesagt werden, daBl wir in unserem Schema Pyrrol und
Furan nicht unterscheiden. Die Ergebnisse kénnen deshalb mit anderen Arbeiten
nur insoweit verglichen werden, als sie charakteristische Eigenschaften der -
Elektronen widerspiegeln. Quantitative Ergebnisse kann man also nur erwarten,
falls der Unterschied zwischen Pyrrol und Furan fir die betreffende physikalische
GroBe gering ist.

Ausgehend von den Abstanden [17] O — O (1.36 &), 0= C (1.36 4), C - C
(1.43 A) haben wir fiir den als regelmifBiges Fiinfeck angenommenen Fiinfring
einen mittleren Atomabstand von 1.40 A gewihlt.

Fiir die Parameter wurden folgende Werte angenommen :

1=2,4,9; ¢g=05,1,1.5,2,25, 3, 3.5, 4, 8, 12, 16, 24.

Die Energie des Grundzustandes nahm ein Minimum an fiir [ = 4, ¢ = 1.84.
Alle folgenden physikalischen Gréflen beziehen sich auf diese beiden Werte.

Tabelle 3. n-Blektronendichie

Einzentren-

methode I Pyrrol [2] Furan [17]
Heteroatom ............. 1.307 ] 1.612 1.924
benachb. C-Atom ........ 1.243 1.167 0.991
nicht benachb. C-Atom ... 1.103 1.028 1.047

Die 7-Elektronendichte fiir unser Ringschema zeigt eine stirker gleichméBige
Verteilung als sie fiir Pyrrol [3] und Furan [77] mit der LCAO-Methode errechnet
wurde. Allerdings darf man sich diese Elektronenverteilung nicht als Punkt-
ladungen beiden Atomenlokalisiert denken und daraus einklassisches Dipolmoment
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berechnen, wie es in den beiden eben angefithrten LCAO-Rechnungen sinnvoll
geschehen ist. Denn in dem behandelten Modell liegt wegen der Wah! von Kugel-
koordinaten die Elektronendichte nicht zentrisch symmetrisch zu den Atom-

z

a

7 — Y
7o
Fig. 6. Niveaukurven a) der rotationssymmetri-
schen Anteile R (#) @ (8), b) der 2 pn-Funktionen
(u Gerade in der z, y-Ebene)

riimpfen, sondern ist stirker aullerhalb des
Ringes konzentriert als innerhalb. (Durch die
Wahl von Kugelkoordinaten vom Ringmittel-
punkt aus entsteht rechentechnisch ein
atomares Dipolmoment.) Qualitativ kann man
sagen, daB der aromatische Charakter solcher
Funfringe, bei denen das Heteroatom zwei
z-Elektronen abgibt, vom Modell erfaf3t wird.

Tabelle 4. Dipolmoment

i
Ejg:ﬁ;lsgzn' | Pyrrol [3] (exp) Furan [171 (exp)
Debye } Debye Debye
0,975 ] 1,80 0.70

Das Dipolmoment ist auf das Heteroatom
zugerichtet. Ein Vergleich mit Furan ist inso-
fern schwierig, als wir einen Einfluf} des freien
spy-Elektronenpaares beim Sauerstoff auf das
Dipolmoment in unserem Schema nicht er-
fassen kénnen.

Die Energie des Grundzustandes unter
Einbeziehung der klassischen Wechselwirkung

der atomaren Restladungen ist positiv (6,62 eV). Das ist zweifellos nicht verwun-
derlich, da die Bindung des Ringes sicherlich stark von den ¢-Elektronen abhéngt.
Eine negative Gesamtenergie in unserem Schema lieBe eine Bindung von sechs
Protonen durch z-Elektronen zu, was unwahrscheinlich ist.

Tabelle 5. Energie des Grundzustandes

‘Wechselwirkungsenergie

kin. Energie Ringenergie . Gesamtenergie
der Elektronen der Riimpfe
eV eV eV | eV eV
+86,57 ‘ —293,25 ‘ +96,87 \ +116,43 +6,62
Tabelle 6. Einelektronenenergie
1 Einelektronen- davon
Darstellung Funktion energle kin. Energie l Ringenergie
eV eV 1 eV
b, F (r, 8 ceq —-37,98 ‘ 13,33 J -51,30
a, F (r,9) se, -32,92 | 15,16 —48,08
b F (r. 9) ce, 3959 1476 | 4728
b, F (r, D) ce, —27,04 21,46 , —48.50
y F(r,9) se, —26,52 21,42 L 4794
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Die mit den Einelektronenfunktionen ermittelten Zustdnde und ihre An-
regungsenergien sind folgende:

Tabelle 7. Anregungsenergie

Rinzentren- ’ Pyrrol Furan
r Ubergang methode | exp. [3] ‘[ ber. [3] exp. [20] } ber. [17]

eV eV | cV ! eV l eV
iB, N =V, (sey —ce,) ‘ 7,35% 5,88 | 5,99 ‘ 6,05 | 5,80
14, N — V, (sey — se,) 7.1 \ 6,77 | 6,774 | 649 t 7,24
14, | N>V, (ces > cey) 8,15 720 | 733 | 738 747
1B, | NV, (cey—se,) 8,70 \ 820 | 755 |
3B, 4,98 3,29 ] }
34, analog 5,50 t3,70
34, Ubergiinge verboten 5,45 3 15,25
3B, | 6,02 ; . 5,38 i

* 6.85 bzw. 8.95 eV falls man den ersten angeregten Zustand wegen Nichtkombination mit
dem Grundzustand getrennt minimisiert.

Tabelle 8. Ubergangsmoment

|
Einzentren- | |
Ubergang methode i Pyrrol | Furan [17]
X ! A
I ]
N7, 1,089 fehlt | 0,864
NV, 1,096 ‘ 0,875
N>V, | 1121 I 0.770
N-V, . 1,114 |
Tabelle 9. Oszillatorenstirke
| Einzentren- Pyrrol Furan
Ubergang ) methode exp. [9] ber. [3] exp. {201 | ber. [17]
‘ ‘ eV eV ‘ eV
N~V ’ 0,765 Intensitiat 1 0,135 ; 0,12 \ 0.38
N>V, 0,835 steigh mit \ 0,255 ‘ 0,09 | 0,48
NV, \ 0,904 1, Frequenz 0,347 0,6 \ 0,39
N—-V, | 0,950 ‘ 0,979 '

Wir vermuten, dafl die Absorptionsmaxima bei Pyrrol und Furan im Ultra-
violettbereich von 1350 bis 2200 A z-Elektroneniibergingen zuzuschreiben sind,
wie es auch anderweitig getan wird [3, 17]. Unsere Anregungsenergien sind 10 bis
20% zu grof, bedingt durch die Wahl von Kugelkoordinaten und entsprechender
Elgenfunktlonen. Eine Benutzung von Zylinderkoordinaten diirfte dem Problem
angemessener sein. Trotzdem ist es erstaunlich, dafl das doch relativ grobe Modell
durch den genannten Minimisierungsprozel3 die Energiedifferenzen in der richtigen
GroBenordnung liefert. Da wir keine Voraussetzungen iiber ¢-Bindung gemacht
haben, kénnen wir allerdings mit Sicherheit nur schlieen, daB es 7-Elektronen-
itbergédnge in dem genannten Bereich gibt.

Die Oszillatorenstirken sind absolut genommen zu groB. Die mit der Frequenz
zunehmende Intensitdt bei Pyrrol wird richtig wiedergegeben ; der Abfall der Inten-
sitét bei Furan beim zweiten Ubergang 1aBt sich mit unseren Zustandsfunktionen
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nicht erkliren. Es ist versucht worden [17], durch eine Konfigurationswechsel-
wirkung der Zusténde V, und V, diese Schwierigkeit zu beheben. Man sollte
dabei aber nicht aufler acht lagssen, daB diese beiden Zustinde auch mit dem
Grundzustand kombinieren, den man deshalb in eine Konfigurationswechselwir-
kung einschlieBen miifte.

Eine Berechnung der Tonisationsenergie hat bisher keine annehmbaren Resul-
tate gezeigt. Minimisieren wir die Energien des Grund- und ionisierten Zustandes,
wobei wir die finf Elektronen des ionisierten Zustandes durch die gleichen Eigen-
funktionen wie im Grundzustand beschreiben, wie es hiufig vorgeschlagen wird [4],
so ergibt sich ein Wert der Ionisationsenergie, der unter 1 eV bleibt (exp. 9 eV).

Man kénnte versuchen, diesem Mangel durch Ubergang zu anderen Radial-
funktionen im ionisierten Zustand, bei dem die ibrigbleibenden fiinf Elektronen
stérker auf den Ring konzentriert sind, abzuhelfen. Eine andere Berechnung unter
Anwendung des Koopmansschen Theorems scheint nicht zuldssig, da die Wechsel-
wirkung der Elektronen in den Hinelektronenfunktionen nicht wie bei der SCF-
Methode beriicksichtigt wird.

Tabelle 10. Diamagnetismus

Einzentrenmethode Furan [10] | Pyrrol [10]
x Y 2 exp. exp.
, glemsd g1 cm?® gt cm3 g~' cm? g1 cm?®
Tmor 108 ... \ 44,3 1 42,9 \ 48,2 43,09 47,6

Die GréBe der molaren Suszeptibilitit ist iiberraschend gut in Ubereinstim-
mung mit den experimentellen Daten, die Anisotropie ist dagegen vermutlich zu
gering, ebenfalls bedingt durch die Wahl von Kugelkoordinaten. Der Diamagne-
tismus ist in erster Linie durch die Wahl der Radial- und - Winkelfunktionen be-
stimmt; das diamagnetische Moment in z-Richtung hingt nicht von den Mathieu-
funktionen ab.

7. Mathematischer Anhang

a) Berechnung der Ry (I)

Definition von Xj:
1

70
i § r2ltk+2 g2gr dp | (7.4)

o

Xp= N2

Fir k> — 27— 2148t sich X rekursiv berechnen:

28 app1 ., 2lvE+2 ~ 2
Xp= 2ir ot 00 €% - o Xp1 00=2¢&7 (7.2)

: 28 ap41
WObelX_gl_g:—mgo e,
Fiir k = —21[ — 3 ergibt eine direkte Auswertung des Integrals (7.1)

2¢&
@i+ 2n?

¥

X opp-5=

vyl

00
§l+2Ei(“Qo) E1(x)=1n[:c‘|+ Zl
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Fir k< — 21 — 3 148t sich X wiederum rekursiv berechnen:

—— QO _ 25 2141 —op :|
Xk_l*21+k+2[(2l+z)!@° o0+ X (7.3)

Mittels einer einfachen Umformung der folgenden Integrale ergibt sich sofort
Ry als:

0

1 [e=]
Ry=N? <r’0+1 [ r2ltbtz g-26r gy 4 gk [ gRl41—k gm28r d7">
0 0 o

28@1I+k+2)! ..
:Xk—X_k_1+W fur]cZO (74)

b) Berechnung der Fy (1)
Definition von Yg:

Y, = Nﬁ }oyzl+k+2 6~25rj‘°¢zl+1—k e~ 287 dy dr . (7.5)
1] H
Die Berechnung der Doppelintegrale 148t sich leicht durchfiihren (— 27— 2 <
<k<2l4+1):

v, _@IE1-Bl@l+2+ k1 28 Zl+1—k(1)” 21+ 2+ k+u
F T elr 2120+ 2t gritaTE Ly P

Die Theorie der Gebietsintegrale liefert:

2

>. (7.6)

o r o0 (o]
[ 71—k g 2T [ g2t 2 o287 dp dp — [ p2LtE+2 =287 [ p2lti-k o287 dp dr |
0 0 0

(1.7)
Daraus folgt sofort:
Fp=27Yy. (7.8)
Groflere als die angegebenen k-Werte zu benutzen, erwies sich wegen der
raschen Konvergenz von (5.13) als unnétig.

c) Berechnung der 7

Bk em - D)k~ m— 1)1 BRI (=) | e
P,’z“<cos i;) ICE k—m)11 ]/ 2 (& + m)! kf“r gorade
l 0 " unger.
(7.9)
Aus der Wahl des Koordinatensystems geht hervor, daf
78 = 2a (cos m%—k cos m§5n—+ COS M) P,T(cos%) . (7.10)

d) Berechnung der &%

Die zugeordneten Legendreschen Funktionen lassen sich nach Potenzen von
trigonometrischen Funktionen entwickeln. Die von uns benédtigten Sonderfille
haben folgende Gestalt:

Prl(cos d) = Ny (—14)1 (21 — 1) - sind—t F cos &
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kE—m

z kb _
PPloosd) = NP (— 1)m sinm ZO(—%) Ch QZ%%JLZ_M 0824 )
= _
(T ,u)!(2,u)!
w_ VCETD B-m)1 ./ 201
mit N —] -—~—~—k+m) l—] ST k—m gerade . (7.11)

Aus Symmetriebetrachtungen erhéilt man die Beziehung:
[ (P12 PP gin @ d9 & 0 nur fiir & — m gerade.
0

Diesen Fall der Integrale iiber drei Legendre-Funktionen kann man auf die
Beta- und damit auf die Gamma-Funktion zuriickfithren:

k—m
n T2 11
j‘; (PFY2 Prgind d = o - Zo ﬁﬂéf sin2l+m—19 cos2u+2
Fm
2
=oa Y B.B (l + % L 3) B Betafunktion
pw=0

PRt <§ .

=0 F<Z+ A+ nre
2
Bm o k-m
wobel & = (N))2 N (—1)2 (3) 2 {(21— 1)!}2

(B+m—1+2u!!
k—m ’
(T ~—,LL>!(2,LL)!

e) Berechnung der @, (m;, my)

/j"u:(_Q)ﬂ

Wie schon erwdhnt, ist die Mathieusche Differentialgleichung
4* f (g)
dg?
eine Eigenwertgleichung, deren periodische Losungen in vier Klassen zerfallen:

+(A—2qcos2¢)f(@)=0 (7.13)

Ceam (@) Ceam+1 () Seom+1 () Seame (@)

deren Quadrate die Periode @ haben. Wir wollen nur die Lisungen mit gerad-
zahligem Index betrachten, weil sich aus ihnen mit 2 » periodische Funktionen

gewinnen lassen:
¢
Cegm ( 3 ) und Seam <Z > .

Zu jedem Parameterwert ¢ gehort ein bestimmter Figenwert 4, der i.a. fiir jede
Funktion verschieden ist. Fir ¢ — 0 gehen die Mathieu-Funktionen in die ent-
sprechenden trigonometrischen Funktionen iiber

cem (@) ~ cos mp  Sey (p) —~sinme A --m?. (7.14)

Wegen der Verwandtschaft mit den Sinus- und Cosinusfunktionen kann man
schon vermuten, daf} eine Fourier-Entwicklung giinstig ist und deren Koeffizienten
leicht bestimmt werden kénnen.



Einzentrenmethode fiir 7-Elektronensysteme von Finferheterozyklen 455

ceam (@) = > Agr cos 21
=0
seam (@) = ;1 By sin 2 rp . (7.15)

Einsetzen der Reihenentwicklung in die Differentialgleichung fiihrt auf die
Rekursionsformeln:

Ady—gdy=0 (7.16)
A—4)A,—q2A,+ A) =0

(A— 472 dyy — q (Agr—s + Aoria) =0

(A—4) B, — qB, =0

(A —4r?) B2,. — g (Bar—z + Baria) =0 Setze By=0

Die Gesamtheit der Rekursionen stellt jeweils ein lineares Gleichungssystem
fir Eigenwert und Koeffizienten dar. Man kann den Eigenwert 1 entweder durch
Diagonalisierung einer unendlichen Tridiagonalmatrix [27] oder {iber einen un-
endlichen Kettenbruch [2] gewinnen.

Die Koeffizienten kann man dann aus der Theorie der Differenzengleichungen
2. Ordnung bestimmen: Die dreigliedrigen Rekursionen stellen eine Differenzen-
gleichung 2. Ordnung dar. Die Theorie liefert das asymptotische Verhalten von
4421"-1-2 -b B27+2

A By

Az B2r+2 q
5, By i dpiip ; fiir groBle » (7.47)

Durch rickwértige Rekursion kann man hiermit alle tibrigen Quotienten be-
stimmen [r > 2 siehe (7.16)].

AZr - <)\. — 472 A2r+2>_1 Bgr i <l — 472 Bg,._’_g)'—l
Az q Ag, By, s - q B,

Aus Produkten solcher Quotienten gehen alle Koeffizienten bis auf einen kon-

(7.18)

. 1 1 .
stanten Faktor bervor. Ist dieser z. B. —— bzw. — , so entnimmt man 4,, B, der

AO BZ
Normierungsbedingung:
2A§+VA2,~1<—>——2+L<A2'> (7.19)
A3 4,
1 =S .B2r 2
= 4 < — = D Pl
TZIB B ,6'1(82)'

Sind Koeffizienten und Bigenwerte bekannt, so bereitet eine Integration keine
Schwierigkeiten mehr. Die in dieser Arbeit vorkommenden vier Fille stellen sich
folgendermaBen dar:

/_l 47
1) — | ceam, (%—) Ceamy (%) c0s my dep 4, B —~1 A', B —j

-1

1 =
=—2 2, > Ay, As, I oS 7 cos sg cos my deg

=05

<

[

{A A(') 57”0 + A2m AO Z A2T A2(m——r) 1 Az(m—i-r)) -+

+ O Aar (i + Aw_m)} ,
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1 1
2) — { seam (2’1) Seam, <§> c0s mep dp

Za 2
1 % ® -
=-— 3 > Bor Byy | sin 7 sin sp cos mp dy
T 120 5=0 —n
~ 313 By (B B, S Bu (B, ;
=32 lr;o 2r ( 2(m+r) 2(m-r)) + r~—;+1 2 ( 2(r+m) + BZ(r——m)) ’

3) % F Ceam, <<p ) Seam; <Z) sin me de

7 2
1 o0 0 p 11
— X ). Aoy By, | cos v sin sp sin mep dyp
o e ) Za
m , , © ) ,
T {;0 Aor (B msry + Bam—r) + ,=Z+1 Azr (By(rmy — 'B2(r-m))} , (7.20)
1 = .
4) P -j-; Seam; <§) Ceamy <%> sin me dy
= ‘i‘ z i By, Azs 5 sin 7 cos sp sin me dp
=0 s=0

o0
=3 {BZm A+ T;ﬂ Bar (A3 m—r — Apimin) + —Z+1 Bor (A2 ¢—m) — Aprm) )} .

Nicht vergessen sollte man natirlich, dal} die Entwicklungskoeffizienten eigen-
wert- und parameterabhéingig sind.

Die Rechnungen wurden an der Rechenanlage Zuse Z 23 im Iunstitut fiir Physikalische
Chemie (Frankfurt/M) durchgefithrt.

Wir danken den Herren Assessor K. Herrricm und Dipl.-Phys. E. FRENKEL fiir An-
regungen und Diskussionen und der Deutschen Forschungsgemeinschaft fiir ein Stipendium.
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