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Anwendung einer Einzentrenmethode 
auf die ~-Elektronensysteme yon Fiinferheterozyklen* 

Von 

HERMANN HARTMANN und  KARL JuG 

Fiinferheterozyklen mit einem Heteroatom wurden mit einer Einzentrenmethode behan- 
delt. Als Einteilchenfunktionen wurde eine Basis yon orthogonalen Funktionen in Kugel- 
koordinaten gewghlt, die sich fiber das ganze Nolekfil erstrecken und am Mittelpunkt des 
Fiinfrings zentriert sind. Als Radialfunktionen wurden Slaterfmlktionen, als 0-Winkelfunk- 
tionen geeignete Legendrefunktionen und als ~0-Winkelfunktionen zur Berficksichtigung des 
I-Ieteroatoms Hillfunktionen gew~ihlt. Die Energie des Grundzustandes unter EinschluB der 
Elektronenwechselwirkung wurde bezfiglich des Index 1 der Legendrefunktionen und des 
Parameters q der Hillfunktionen minimisiert. Elektronendichte, Dipolmoment, Ubergangs- 
momente, Anregungsenergien und Diamagnetismus liegen sich quantitativ erfassen, die 
Ionisationsenergie nicht. 

Five-membered heterocycles with one hetero atom were treated with a one center method. 
A basis of orthogonal, monoelectronic functions in spherical coordinates was chosen which 
extend over the whole molecule and are centered in the middle of the five-membered ring. 
As radial functions were chosen Slater functions, as 0-angle functions appropriate Legendre 
functions and as 9-angle functions Hill functions with regard to the hetero atom. The energy 
of the ground state including electronic interaction explicitly was minimized with respect to 
the index 1 of the Legendre functions and the parameter q of the Hill functions. The electronic 
charge density, dipole moment, transition moments, excitation energies and diamagnetism 
were calculated in reasonable accord with experiment, but not the ionisation potential. 

Pour traiter les monoh6t6rocycles & cinq atomes, nous avons adopt6 une base orthogonale 
de fonctions mono6lectroniques s'6tendant sur route la mol6cule et ayant l'origine ~ sort centre. 
Ces fonctions, s@arables en coordinates sph6riques, se composent de fonctions de Slater 
(partie radiale), fonctions appropri6es de Legendre de l'angle 0 et fonctions de Hill de l'angle q9 
(pour tenir compte de l'h6t6roatome). L'6nergie de l'6tat fondamental, avee interaction 
61ectronique explieite, est minimis6e relativement s l'indiee I des fonetions de Legendre et au 
param~tre q des fonctions de Hill. La densit6 61eetronique, le moment dipolaire, les moments 
et les 6nergies de transition et le diamagn6tisme se calculent en accord satisfaisant avee 
l'exp6rience, mais non pas le potentiel d'ionisation. 

1. Einleitung 
Ftinferheterozyklen wie F u r a n  oder Pyrrol  sind mi t  der LCAO-MO-Theorie 

bereits behandel t  worden [3, 17], wobei der halbempirische Charakter  dieser Rech- 
nungen  etwas unbefr iedigend bleibt.  Die Schwierigkeiten der LCAO-Theorie liegen 
in folgendem : 

Bei der Berechnung yon  Atomfunk t ionen  geht m a n  naheliegenderweise von 
einem Koord ina tensys tem aus, dessert Ursprung  im Atom liegt. So sind in der 

* Auszug aus der Dissertation yon K. JuG, Frankfurt (Nain), t965, seinem Vater gewidmet. 
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Fig. I. Atomrumpfgeriist 

LCAO-Theorie die fiinf Atomfunktionen, yon denen bestimmte Linearkombina- 
tionen die Einelektronenfunktionen znr Besehreibung der seehs ~-Elektronen yon 
Furan oder Pyrrol bilden, zun~ehst in Abh/~ngigkeit von solehen Koordinaten ge- 
geben. Unter den Energieintegralen treten sog. ,,Mehrzentrenintegrale" fiber nieht- 
orthogonale Atomfunktionen auf. 

Es soll nun versucht werden, eine Methode zu entwiekeln, 
die eine theoretiseh fundierte Behandlung des folgenden 
Ringsehemas gestattet : Die seehs z-Elektronen yon Fnran 
bzw. Pyrrol bewegen sieh im Atomrumpfgeriist der Fig. t. 

2. Die Methode 

In Weiterentwicklung der Gedanken [9] fiber ein Ein- 
zentrenmodell bei ( JH  4 (Pseudo-Neon-Modell) kann man aueh 
bei organisehen Ringen eine orthogonale Basis yon Molekiil- 

funktionen angeben, die am Mittelpunkt des Rings zentriert sind. Uberlegungen 
dieser Art sind yon FRENKS~L [7] far Benzol angastellt worden. 

Der Vorteil einer solehen Einzentrenmethode bei organischen Ringen besteht 
darin, dab wegen der Orthogonalit/~t der Molekfilfunktionen eine Bereehnung yon 
Energieintegralen gegenfiber der LCAO-Methode erheblieh vereinfaeht und mSg- 
lieh wird. Man geht dabei so vor, dab man Einelektronenfunktionen sueht, die in 
einfaeher Weise yon den Koordinaten eines Koordinatensystems abh/ingen, dessen 
Ursprung im Mittelpunkt des Rings liegt. Qualitativ sollen diese Einzentren- 
Molekiilfunktionen die Eigensehaft der LCAO-Funktionen besitzen: ihre Diehte- 
verteilung und Knotenzahl soll entspreehend sein; auBerdem soll ihr gruppen- 
theoretisehes Transformationsverhalten fibereinstimmen. 

Einfaehe Radialfunktionen, die im Ringmittelpunkt und im Unendliehen ver- 
sehwinden, some fiber den Atomen ein Diehtemaximum ergeben, sind die Slater- 
funktionen. Als v%Winkelfunktionen far die ~-Elektronen w/~hlen wit aus den zu- 
geordneten Legendrefunktionen p}n (cos v ~) solehe aus, die antisymmetriseh bezfig- 
lieh Spiegelung an der Molekiilebene sind. Da wit aber kein Zentralproblem vor- 
liegen haben, und mit der Wahl des vorgesehlagenen Koordinatensystems kein 
,,fiktives Zentralatom" einfiihren, sondern nur einen geeigneten Funktionensatz 
far die Wirkung der punktf6rmigen atomaren t~umpfladungen angeben wollen, 
miissen wh" tins yore kugelsymmetrisehen Anteil d m~ 15sen. Der Tatsaehe, dab sieh 
ein Iteteroatom im Ring befindet, tragen wir dutch Einffihrung allgemeiner perio- 
diseher Funktionen, ngmlieh I-Iillfunktionen Reehnung. Dutch Jmderung des 
Parameters q der Hillfunktionen ist uns die MSgliehkeit gegeben, die Diehtever- 
teilung yon der Gleiehverteilung fiber alle fiinf Atome bis zur einseitigen Defor- 
mation mit LokMisierung der Diehte beim t teteroatom kontinuierlieh zu be- 
sehreiben.. 

Die Klassen yon Funktionen (Slater-, Legendre-, Hillfunktionen) liefern uns 
einen Variationsansatz. Wit w~hlen far die Parameter (Index l der Legendre- 
funktionen und Parameter q der ttillfunktionen) solehe Werte, dab die Energie des 
Grundzustandes minimal wird. 

Die Energie eines Zustandes setzt sieh zusammen aus kinetiseher und poten- 
tieller Energie der Elektronen im Rumpffeld some der Elektronenweehselwir- 
kungsenergie. 
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3. Wahl der Eigenfunktionen in nullter N~iherung 

Aus praktisehert Griiade~ (Bereehrmng der Energieintegrale) w/ihlen wir das 
Koordina~ensysSem ~de in :Fig. 2 angegeben. Die irreduziblen Darsf~ellungen yon 
x, y, z ergeben sich dementspreehend anders als bei den Autoren [1, 3, 17] (s. Tab. 1). 

Der Koordinatenursprung liege ira Mittel- 
ptmk~ eines regetmgNgen F/infecks.Die xy- 

Ebene sei 75{olekiilebene, die x-Aehse Symme- 
trieaehse des 3/Iolektils. Das t Ie teroatom liege 
auf der negativen x-Aehse. 

Die Einzen~renfunk~ionen seien in Kugel- 
koordinaten separierbar: 

~o (r, v ~, ~o) = / / ( r )  �9 O (v ~) �9 q) (9)). (3A) 

Wahl  yon 0 (~) 

Aus der Annahme, dag die Molekfilebene 

Z 

r i g .  2. Koord ina tensys tem 

die einzige Knotenkegelfl/~che ist und die Funktionen oberhalb und unterhalb der 
Molekiilebene nut  eirb Exgremum besitzen sollen, ergibt sieh als vq-Anteil nut  die 

:N 
zugeordnete Xugelfunktion p~-l, die bei v~ = 0, ~- und z versehwindet und fiir 

/ -  ~ (3.2) 

ein Ex~remum annimm~; die beiden Ext rema rficken mi~ waehsendem l gegen 

= 2 - ,  also gegen die Ringebene. 

O (~) = No  P~-~ (cos 0) N~ = ) ~)! .  

Aus physikalischen Griinden folgt l > 2, weil sonst die Dichte fiber dem Ring- 
mittelpunkt,  nicht fiber den Atomen maximal wiirde. 

/7 

1 1 x 

A2 
B 1 z 

B2 Y 

E 

t 
1 
1 
1 

Tabelle 1. Charakterenta]el der Gruppe C~v 

G (x) 

l 
- 1  
-1  

t 

l 
- t  

1 
-1 
-1 

1 

E Identitgt 
C 2 Drehung yon =um die x-Achse 
a~ Spiegelung an der xz-Ebene 
a~ Spiegelung an der xy-Ebene 

rig. 3 
Fig.  3. Yer lauf  der Legendrefunkt ion  p ~ - I  ff i r  1 > 2 

~B 
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Fig. 4 

Fig.  4. r 0 t~ingradius,  A Ort  eines Atoms,  B, ~ '  0 r t  des D i c h t e m a x i m u m s  des P r o d u k t s / t  09 O (~), u Gerade i a  
der  x, y-Ebene 
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Wahl  yon R (r) 

Das Quadra t  der Radia l funkt ionen soll nur  ein M a x i m u m  besitzen. Geeignet 
sind Sla ter -Funkt ionen:  

R (r) = N r "  rz e - ~  

R (r) ha t  ein Max imum ffir r ~ rmax - 
l 

(2~)z + ~- (3.4) 
Nr  -- g (2 l + 2) ! 

Am ngehsten l~ge, rmax = r 0 anzunehmen,  doeh ist bekannt l ieh bei der ~-Bin- 
dung die gr6Bte Diehte der 2p ~-Funkt ionen  oberhalb und  unterha lb  des Rings. 

Will m a n  erreiehen, dab der Ort  des Dieh temax imums  yon R (r) O (0) senkreeht  
r 0 ., 

fiber dam Ring liegt, so m u g  m a n  rrnax = R0 = s i n ~ - ~  wahlen. Der Pa rame te r  

ist dami t  festgelegt als 

_ V l ( l  - 1) (3.5) 
% 

Wahl  yon ~ (~) 

Cosinus- und Sinusfunktionen haben  eine gleichm~Big periodisehe Vertei lung 
fiber den Ring und  sind deshalb zur Auszeichnung des I t e t e roa toms  im t~finferring 
nieht  geeignet. Man w/~hle s ta t tdessen die entspreehenden Hil l -Funktionen,  die 
L6sungen der Differentialgleiehung 

d ~ ] (q0) ql Pa rame te r  
_ _  + (•I _ 2 q' cos ~) ! (~) = 0 ( 3 . 6 )  

d ~ ~i Eigertwert 

sind. Die speziel lenHil l-Funktionen,  die wir brauchen,  u m  eine Periodizit~t  mi t  2~, 
nieht aber  mi t  ~ zu erhalten,  sind Math ien-Funkt ionen  mi t  geradem Index  v o m  
halben Argument .  

ce2m ' V ~-27~, Ceo 

(~0) = N~" N~ = fiir (3.7) 

( Se2m -1/-~ m4= 0 

A = 4 )J, q = 4 ql vergleiehe (7.t3). 

Die Einelekt ronenfunkt ionen lauten somit  : 

t x - - /  

Wit  maehen  weiterhin die Annahme,  dab die Einelekt ronenfunkt ionen zur Be- 
sehreibung der seehs ~-Elekt ronen gleiehe Radial-  und  O-Winkelanteile besitzen, 
die sieh aueh bei Anregung nieht indern .  Diese t~unktionen unterseheiden sieh 
also nur  im ~-Anteil, weshalb die Mathieu-Funkt ionen  naeh der Zahl der K n o t e n  
besetzt  werden k6nnen (Hilbertseher Knotensatz) .  Die Einelekt ronenfunkt ionen 
werden yon nun an wie folgt bezeiehnet:  
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~1= F(r,d) ceo(~-) 

W~= F (r, ~) se2 ({-) 

YJa= F (r, d) ce2 (~) 

~ 4 :  F <, tg:) ce4 (~) 

g)5 = F (r ,  v ~) 8e  4 ~ . 

q) [ 1 m, 

~ sr 2st 
5 

ddg" 

Fig. 5. Verlauf cter Mathieufimktionen ce o (f/2,) se~ @/2,) ce~ (r fiir q = 2 

mit F (r, v~) = N .  ~4 e-~r p~-I (cos v~) 

(3.9) 

sehen Differentialgleiehung (7.13) und den Index I der Kugelfunktionen werden 
nach dem Variationsprinzip solehe Werte gesueht, die die Energie des Grund- 
zustandes zmn ilIhlimum maehen. 

(In der Bezeiehnungsweise ist die Lage der Einelektronenterme E~ < E s und 
E 4 < Es, die erst die Reehnung liefert, vorweggenommen worden. Aus der Zahl 
der Knoten kann man nur sehliegen: ~71 < E~, E 3 < E4, E 5. Aueh in der Bezeieh- 
hung der folgenden antisymme~risierten Produkte soll die geihenfolge der vier 

Theorem. ehim. Acta (Deft.), Vol. 3 32 
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ersten angeregten Zust~nde, wie sic sieh dureh Rechnung ergibt, bereits wieder- 
gegeben werden.) 

Der Grundzustand und die angeregten Zust~nde werden beschrieben durch 
(V Singulett-, T Triplettzustand): 

~N -- ~ .  (91 u ~2 v~ ~ )  

Tv1, T1 = ~ .  ~ .  [(91P192 ~4 9~ P~) ~ (91 ~1 92 9~ 9,P~)J 

~tUVs' T3 -- V2 " V~ . . [ (91~192~293~4)  -~ (91~192  92 93 94)] 

~u ,  T4 = ~ .  7~ [(91~ 92 ~ 9~ ~ )  ~ (~ ~ 92 u u 9~)] 

In  dieser Arbeit wird eine Konfigurationsweehselwirkung dieser Zust~nde 
nicht betrachtet.  

4. 1)ot entialb etrachtungen 

Fragt  man nach der Separierbarkeitsbedingung der dreidimensionale~ SchrS- 
dinger-Gleichung ffir ein Teilchen in Kugelkoordinaten, so erhiilt man, dab das 
Potential die Form haben mu$ : 

v~ (~) (4.i) V (r, v% q~) = V~ (r) ~ r~ sin~ a " 

Es w/~re nun interessant zu wissen, welches effektive Potential unsere Einelek- 
tronenfunktionen erzeugt ; d. h. wir betrachten unsere zun~tchst plausibel gew/~hl- 
ten Funktionen als LSsung eines Potentialproblems, setzen die Funktionen in die 
SchrSdinger-Gleichung ein und suchen nnter Anwendung yon (4.i) das zugehSrige 
Potential. Es ergibt sieh: 

2 q 
(t + 1) ~ (1 - ~)~ - ~- + 2 cos 

V (r, v ~, ~0) - r 2- r ~ sin ~ ~ (4.2) 

Es bes teh t  aus einem radialsymmetrischen Anteil, der yon der Wahl der 
Radialfunktionen herrfihrt, wie beim Wasserstoffproblem, und einem zylinder- 
symmetrischen Anteil, dem drehsymmetrisch zur Normale der Molekfilebene eine 
Cosinuswelle fiberlagert ist. Die Ver~nschaulichung ist folgende: W/~hlen wir q = 0, 
was dem Ubergang yon Mathieu- zu trigonometrischen Funktionen entsprieht, so 
erhalten wit fiir den l~ing, der dem lq'fini:eek der Atome umschrieben ist, konstantes 
Potential, mithin eine Gleichverteilung der Elektronendichte. Mit wachsendem q 
erhalten wit beim Heteroatom (~0 = ~) erhShtes Potential, an der gegenfiberliegen- 
den Stelle des Ringes erniedrigtes Potential;  d. h. je grSl3er q ist, desto mehr wer- 
den die Elektronen das Bestreben haben, aus der Gleichverteilung zum Hetero- 
a tom zu wandern. Der Potentialverlauf fiber dem Ring wird eine Ellipse, deren 
Fls sehies zur 2qormale der Molekfilebene steht. Einer Verminderung 
der potentiellen Energie in der N/~he des Heteroatoms steht eiae VergrSl3erung der 
kinetischen Energie gegenfiber; d. h. q wird nicht beliebig gro~ werden. 
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Die GrSBe yon q und  dami t  das Potent ia l  wird dnreh das Zusammenwirken  yon 
kinetischer und potentiel ler  Energie aller E lek t ronen  (einsehlieBlieh Elektronen-  
weehselwirkungsenergie) im genannten  M_inimisierungsprozel~ der Energie  des 
Grundzus tandes  festgelegt. Zweffellos ist der erhaltene Poten t ia lver lauf  sinnvoll 
und  rechtfer t ig t  die Wahl  der t~unktionen. Bemerkenswer t  ist weiterhin, dab  es 
nieht  mSglich ist, fiir alle see]as E lek t ronen  das gleiche effektive Potent ia l  anzu- 
geben:  Der  Eigenwert  2 der Mathieuschen Differentialgleiehung ist ffir Ceo, see, 

c %  usw. versehieden. Das Potent ia l  h/ingt auBerdem noeh yon 1 ab, das gleieh- 
falls naeh dem Variat ionsprinzip festgelegt wird. Der zyl indersymmetr isehe  Anteil  
t r i t t  auch dann  auf, wenn p~- i  (cos v ~) dm~ 0 als LSsungsfunktion der Sehr6dinger- 
gleiehung gewghlt  wird (m 4 l - 1). 

5. Quantenchemische Behandlung 

a) E l e k t r o n e n d i c h t e  

U m  einen Eindruek  yon der Elekt ronenver te i lung im Ring zu bekommen,  e twa 
welcher ]3ruehteil der Elek t ronen  sich beim He te roa tom,  den benaehbar ten  und  
den nieht  benaehbar ten  C-Atomen aufh/ilt, kann  m a n  den g i n g  in ffinf Sektoren 
u m  die Atome  aufteilen und fiber deren Dichtever te i lung integrieren:  bei In tegra-  

2~ 2z 
t ion fiber r und  v ~ yon 0 bis ~ bzw. 0 bis ~, fiber ~ jeweils yon 0 bis ~ - ,  ~ -  bis 

4a 4~ . 6~ 
u n d  ~ -  bls  . 

b) D i p o l m o m e a t ,  ~ b e r g a n g s m o m e n t ,  0 s z i l l a t o r e n s t / ~ r k e  

Das  Dipo lmoment  besteht  aus zwei Anteilen, die yon den Kern ladungen  und 
den z -E lek t ronen  herrfihren : 

i ~=I 

e Be t rag  der Elekt ronenladung,  i Elektronen,  n Atome,  z n  Ladung  des n-Atoms 

Die posi t iven Rumpf ladungen  kgnnen natfirlich kein echtes Dipo lmoment  er- 
zengen, rechentechnisch t r i t t  aber  auf  Grund des gew/s Koord ina tensys tems  
aueh yon ihnen ein Anteil  auf. Die Summe  aus Kernante i l  und  Elektronenantei l  
ist physikal iseh aber  allein als Moment  der z -E lek t ronen  aufzufassen. 

m t + F .  2 = - -  geern~ cos ~ @o e �9 r o �9 ex , (5.2) 
i =  - -  

wobei 

F = (2/+ 3) (2/+ 1). [(2 / -- l ) t !] 2. F(1 + �89 F(-~) 
4.(2t- i)! .  V ~ . ( b + l ) ~  

ge  Mathieu-Funk~ion,  (2 1 - l ) ! !  = i �9 3 �9 5 " . . .  �9 (2 1 - i) 

Der Anteil  des Kerngerfis ts  ist negativ,  weil das H e t e r o a t o m  auf  der negat iven 
x-Achse liegt. 

Das  Ube rgangsmomen t  ffir den Ubergang  v o m  Grundzus tand  2Y zum ange- 
reg~en Zus tand  V ist definiert als : 

~ ;vv  = -- e f T ~  [Pv ~ ~ (i) dT .  (5.3) 

32* 
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Seienipi,~fjdie gewiihltenEinelektronenfunktionenundr# = ~ * ( 1 ) :  (1) toj (i)dz, 
so ergibt sich das ~Tbergangsmoment als 

~ v  = V2 �9 :rap (in at.-Einheiten) , (5.4) 

wenn sich W~v und ~Pv in einer Spin-Bahnfunktion unterscheiden; ~m stammt aus 
~, ~ aus T~. 

Gruppentheoretische Untersuehung der Integrale: 

X ~  = ~ ~ *  x ~ g~ 

Yi~  = ~ ~f~ y ~f~ d~ 

Z ~  = ~ y~* z ~ g~ . 

Die irreduziblen Darstellungen ffir x, y, z und ~0~ lauten: 

F v = B~ rw, = fiir (5.5) 

Eine Zusammenstellung liefert folgende Tabelle: 

Tabelle 2. Irreduzible Darstellungen und Polarisation der ObergSnge 

B1 
A~ 

B1 
A2 
A2 

B2 

A1 

Z ~  

o 

0 

0 

0 

Diese Zusanmlenstellung entstand unter der bekannten Voraussetzung, da$ 
das ~bergangsmoment nur dann nicht verschwindet, wenn der Integrand die 
totalsymmetrische Darstellung A~ induziert. Man sieht, da$ Uberggnge zwischen 
allen im Modell benutzten Einelektronenfunktionen und damit auch zwischen 
allen einfach angeregten Singulettzust~nden und dem Grundzustand m6glich 
sind. Die Strahlung ist in x- oder y-Richtung polarisiert. Die Momente fiir die 
Ubergi~nge N -~ V lauten demnach: 

l ss ,~  L = / ~  Y~ I~v~ I = / ~  x~, .  (5.6) 
Die Oszillatorensts ermittelt sich aus Energiedifferenz dENv und Uber- 

gangsmoment (nile GrSl~en in at.-Einheiten) : 

[ = ~e A E N v  �9 ($NV) ~ . (5.7) 

c) E n e r g i e  

Die Gesamtenergie wird gebildet durch Anwendung des exakten Hamilton- 
operators (in at. E.) 

Jr ~ - - + � 8 9  F - -  (5.s) 
t = l  n = l l = l  tin ~,~=i ?'~] 

anf die Ns ~lv bzw. Tv,  Mnltiplikation mit der konjugiert kom- 
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plexen Funktion und Integration fiber den Koordinatenbereieh aller seehs Elek- 
tronen : 

~N = f ~J~ H ~JN dT . (5.9) 

Wie sehon in Abschnitt 5 b) angedeutet, sind wegen der geringen Symmetrie 
der Gruppe Czv Ubergs zwisehen allen ira 3Yodell benutzten Einteilehenfunk- 
tionen mSglieh. Die geringe Symmetrie wird charakterisiert durch die Mathieu- 
Funktionen: Integrale fiber Produkte yon zwei 5~athieu-Yunktionen und einer 
trigonometrisehen Funktion, wie sie bei Energieintegralen auftreten, verschwinden 
nur dann, wean der Integrand eine ungerade ~unktion isf. 

Kinetische Energie 

Versteht man unter ~o die in (3.9) genannten Einteilchenfunktionen, so ergibt 
sieh die kinetisehe Einteilchenenergie als 

~kin = f ~P* ( - -  �89 A) ~f dv 

' ;~ ' ~ ~ e ~ / ~ c o s ~ 0 d ~ ] }  (5.10) 

Anders als beim Wasserstoffproblem mit Eki~ = 1 $2 tri tf  hier noch eine Ab- 
h/ingigkeit vom Eigenwert 2 und Parameter q der Mathieusehen Differential- 
gleiehung auf. 

Die gesamte kinetisehe Energie eines Zustandes ergibt sieh wegen Normierung 
und Orthogonalit/~t der ~ als Summe der Einteilehenenergien aller Elektronen. 

_Ringenergie 

"r r =  a" 2 zn " P r  (n) eosm~n 

Gr (1) = o r  (l) . z r  

r . . ) :  fo ("%) 

,k f R ~ (r) rx-e  dr ,  R~(1)=  ~+~ R 2(r) r~+~dr + 

wobei a = ~ t 0 12 ffir m = 
m ~ 0  

1 ffir n = 2 bis 5 
Zn= 2 n t 

i Elektronen n Atome 

Um die Einteilehenenergie zu erhalten, muB man in bekannter Weise den Ab- 
standsoperator nach Kugelfunktionen entwickeln: 

~, ~, 4~ "~ ~ Y"* (~ ,  q%) (5.it) - ~ ~- 2 f ~ - I  ~ + ~  Y~ @ ' ~ )  k 
r12 ~=o m=--lr w- 
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Bemerkenswert ist, dag auf Grund der geringen Symmetrie yon den tmendlich 
vielen Entwieklnngsfunktionen bei Integration nicht nat  endlich viele iibrig 
bleiben, wie das Theorem yon G~vN~ bei Einteilehenfunk~ionen der Art R (r) Y~ 
(0, ~0) (r > s beliebig) ergibt, sondern nnendlich viele. Auf Grand von Symmetrie- 
betraehtungen lgBt sieh zeigen, dag lediglich die Bedingung k - m = 2 n (n natiir- 
liehe ZahI) erfiillt sein muB, damit die Energieanteile nicht verschwinden. Neben 
den ~athieu-In~egralen treten bier Legendre-Integrale auf, die sieh nicht anf die 
bekannten c ~ (1 ~ m ~, U m " )  zuriiekf~hren lassen. Eine Berechnung isg mSglieh mit 
Hilfe der Beta-~unktion. Die Einteilehenenergie ergibt sieh somi~ als: 

~ / / ~ ~ - - V -  '~ 

Die Summe aller Einelek~ronenenergien ergib~ die gesamte Ringenergie. 

Elektronenwechselwirlcungsenergie 
Bezeichnungen : 

P ~  (m. mj) = q)~ (rod �9 r  (mj) 

Q,~ (m~, mj) = [~b~ (m~, mj)] ~ 

~'~+~ dri + r~ ~ R~ (~i) r~ k ar~ rj ~k( l )=  R 2(r~) 1 'R  2(rd,i  

i, j Elektronen 

Der Zweielektroneuoperator 1__ fiihr~ auf Zweielektronenintegrale, die als 

Coulomb- and Aust~uschintegral bekann~ sind; Entwicklung des Operators nuch 
Kngelfunktionen and Abspaltung des gemeinsamen l~udi~l- und 0-Winkelintegr~l- 
an~eils der Einelektronenfunktiouen fiihrt unter Berficksichtigung der Spinkoordi- 
naten sofort ~uf die Energie : 

\ 

,2I = }~ a .  T~  ~ (Pro -- Qm (~s~sj) F,~. (5.13) 
o m-Z_-'o ~ , j = l  

~ntisymmetrisierte Wellenfunktion mit Spin 

{ I bei parallelem Spin 
ds~sr -- _ 0 bei antiparallelem Spin 

Die Energiebilanz wgre unvollstgndig ohne die klassisehe Weehselwirkung der 
l~fimpfe : 

7 
~ ; ~ l % i i m p f e  ~ - -  cot -- . ( 5 . 1 4 )  

r o 5 
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Allerdings ist es zweifelhaft, ob wit  dieser Gr61]e physikalisehe Bedeutung bei- 
messen k6nnen,  da in ihr ja  die a -Bindnng unbert icksiehtigt  bMbt .  

d) D i a m a g n e t i s m u s  

Die ~-Elek t ronenbewegung lgngs des ]%inges lgBt ein starkes diamagnetisches 
Moment  erwarten,  wenn t in  magnet isches Feld senkrecht  zur Molekiilebene ange- 
legt wird. Die molare  Suszeptibil i tgt  auf  Grund des induzierten Momentes  kann  
m a n  angeben als: 

~2 ~/~0 ^ 6 

Zmo  - -  J + 

= - G .  e~ ~o  r0 ~ (5.15) 
4 m c  u 

wobei G = 6 �9 (2 1 + 4) (2 1 + 3) (2 1 + t) [(2 1 - 1)!!] ~ F( l+ l )  F(~-) 
4~(1-  ~ ) . 2 . ( 2 1 - 1 ) ~ . v ( l +  ~) 

N O Loschmidtsche  Zahl, c Lichtgeschwindigkeit ,  m Elekt ronenmasse  

Fiir  die drei Fe]dr ichtungen x, y und  z sollte m a n  eine anisotrope Vertei]ung 
erhal ten:  Das diamagnet ische Moment  senkrecht  zur Molekiilebene sollte bedeu- 
t end  grSBer sein als das in der Molektilebene. 

6. Ergebnisse und Diskussion 

Vorausgreffend m u g  gesagt  werden, dab wit in unserem Schema Pyrro l  und  
Fu ran  nicht  unterscheiden.  Die Ergebnisse kSnnen deshalb mi t  anderen Arbei ten 
nur  insoweit verglichen werden, als sie charakter is t isehe Eigenschaften der z-  
E lek t ronen  widerspiegeln. Quant i ta t ive  Ergebnisse kann  m a n  also nur  erwarten,  
falls der Unterschied zwischen Pyrrol  und  ~ u r a n  fiir die betreffende physikalische 
Gr6Be gering ist. 

Ausgehend yon den Abs tgnden  [17] C - 0 (i.36 A), C = C (i.36 A), C - C 
(1.43 A) haben  wir fiir den als regelmgBiges Fiinfeek angenommenen  Ffinfring 
einen mit t leren A t o m a b s t a n d  yon i .40 A gewghlt.  

Fiir  die P a r a m e t e r  wurden folgende Wer te  angenommen:  

l = 2, 4, 9; q = 0.5, 1, 1.5, 2, 2.5, 3, 3.5, 4, 8, t2, 16, 24. 

Die Energie des Grundzus tandes  n a h m  ein Minimum an fiir l = 4, q = L84. 
Alle folgenden physikal ischen GrSBen beziehen sieh auf  diese beiden Werte.  

T~belle 3. z-Elektronendichte 

Einzentren- methode l~yrrol [3] Furan [17] 

]Z[eferoatom . . . . . . . . . . . . .  
benachb. C-Atom . . . . . . . .  
nicht benachb. C-Atom . . .  

1.307 
1.243 
1.103 

1.612 
tA67 
1.028 

1.924 
0.991 
1.047 

Die z -Elek t ronendieh te  ffir unser Ringschema zeigt eine stgrker  gleichmgBige 
Vertei lung als sie fiir Pyrrol  [3] und  Fu ran  [17] mit  der LCAO-Methode errechnet  
wurde. Allerdings da f t  m a n  sieh diese Elekt ronenver te i lung nicht  als Punkt -  
ladungen beiden Atomen  lokMisiert denken und  daraus ein klassisches Dipo lmoment  
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bereehnen, wie es in den beiden eben angeffihrten LCAO-I~eehnungen sinnvoll 
gesehehen ist. Denn in dem behaadelten Mode]l liegt wegen tier Wahl yon Kugel- 
koordinaten die Elektronendiehte nicht zentriseh symmetriseh zu den Atom- 

I ~ ZZ 
so 

Fig. 6. Niveaukurven a) der rotationssymmetri- 
schen An~eile R (r) O (vq), b) clef 2 p~-Funktionen 

(u Gerade in der x, y-Ebene) 

rfimpfen, sondern ist stiirker auBerhalb des 
Ringes konzentriert als innerhalb. (Dureh die 
Wahl yon Kugelkoordinaten vom Ringmittel- 
punkt aus entsteht reehenteehniseh ein 
atomares Dipolmoment.) Qualitativ kann man 
sagen, dab der aromatisehe Charakter soleher 
Fiinfringe, bei denen das t teteroatom zwei 
s-Elektronen abgibt, yore Modell erfagt wird. 

E i n z e u t r e n -  

m e t h o d e  

Debye 

0,975 

Tabel le  4. Dipolmoment 

Pyrrol [3] (exp) 
Debye 

t , 80  

Furan [17] (cxp) 
Debye 

0.70 

Das Dipolmoment ist auf das Heteroatom 
zugerichtet. Ein VergMch mit Furan ist inso- 
fern schwierig, als Mr einen Einflug des freien 
sp2-Elektronenpaares beim Sauerstoff auf das 
Dipolmoment in unserem Schema nicht er- 
fassen kSnnen. 

Die Energie des Grundzustandes unter 
Einbeziehung der klassisehenWeehselwirkung 

der atomaren I~estladuagen ist positiv (6,62 eV). Das ist zweifellos nieht verwun- 
derlich, da die Bindung des t~inges sieherlich stark yon den a-Elektronen abh/~ngt. 
Eine negative Gesamtenergie in unserem Schema lieBe eine Bindung yon sechs 
Protonen durch z-Elektronen zu, was unwahrscheialich ist. 

kin. Energie 

eV 

+86,57 

Tabel le  5. Energie des Grundzustandes 

Ringenergie 

eV 

--293,25 

Wechselwirkungsener gie 

der Elektronen der l~iimpfe 
eV eV 

+96,87 +116,43 

Gesamtenergie 

eV 

+6,62 

Tabel le  . Einelektronenenergie 

Einelektronen- d~von 
Darstellung Funktion energie kin. Energie Ringenergie 

eV eV eV 

bl 
~ 2  

bl 
bl 

g 2  

F (r, #) c% 
F (r, #) se2 

F (r, #) c% 
F (r, #) sea 

- 3 7 , 9 8  
- 32,92 
- 32,52 
- 2 7 , 0 4  
- 26,52 

13,33 
15 , t6  
t4 ,76  
21,46 
21,42 

- 5 1 , 3 0  
- 4 8 , 0 8  
- 47,28 
- 4 8 , 5 0  
- 4 7 , 9 4  
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Die mit  den Einelektronenfunktioner ermittelten Zust~nde und ihre 
regungsenergien sind folgende : 

Tabelle 7. Anregungsenergie 

Einzentren- Furan  
P Obergang methode exp.[90] ber.[17J 

eV eV eV 

An- 

1Be N ---> V1 (se2 ~ cQ) 
1A z N ~ V2 (se2 --+ se~) 
IA~ iV -~ V.s (ce~ -+ c%) 
1B 2 N ~ V4 (eel. ~ se4) 
3B2 } 
aAt analog 
3A 1 ~berg~nge verboten 
3 B  1 

7,35* 
7,9t 
8,15 
8,70* 
4,98 
5,50 
5,45 
6,02 

]?yrrol 

exp. [3J ber. [3] 

eV cV 

5,88 5,99 
6,77 6,74 
7,2I 7,33 

8,20 
3,29 
3,70 
5,25 
5,38 I 

6,05 
6,49 
7,38 
7,55 

5,80 
7,24 
7,47 

* 6.85 bzw. 8.95 eV falls man den ersten angeregten Zustand wegen Niehtkombina~ion mit 
dem Grundzustand getrennt minimisiert. 

Tabelle 8. ~)bergangsmoment 

Einzentren- Furan  [17] 
l~bergang methode Pyrrol  

A X 

fehlt 
N - ,  V 2 

:u V 4 

t,089 
t,096 
:1,121 
1,114 

0,864 
0,875 
0.770 

Tabelle 9. Oszillatorenst~grke 

t3bergang 

N - - >  V 1 

=V ---~ V 3 

Einzentren- 
methode 

eV 

0,765 
0,835 
0,904 
0,950 

Pyrrol 

exp. [91 

Intensit~t 
steigg mit 
Frequenz 

bet. [3] 

eV 

0,135 
0,255 
0,347 
0,979 

ext). [zo] 
eV 

0,12 
0,09 
0,6 

Furan  

ber. [17] 
eV 

0.38 
0,48 
0,39 

Wit vermuten, daft die Absorptionsmaxima bei Pyrrol und Nuran im Ultra- 
violettbereieh yon ~350 bis 2200 A ~-Elektronenfiberg'~ngen zuzuschreiben sind, 
wie es aueh anderweitig getan wird [3, 17]. Unsere Anregungsenergien sind t0 his 
20% zu groB, bedingt durch die ~u yon Kugelkoordiaaten und entspreehender 
Eigenfunktionen. Eine Benutzung yon Zylinderkoordinaten diirfte dem Problem 
angemessener sein. Trotzdem ist es erstaunlieh, dal3 das doeh relativ grobe 1Vfodell 
dureh den genannten ~inimisierungsprozel~ die Energiedifferenzen in der riehtigen 
Gr6genorduung liefert. Da wit keine Voraussetzungen fiber a-Bindung gemaeht 
haben, k6nnen wit Mlerdings mit  Sieherheit nut  sehlieflen, dab es ~-Elektronen- 
iiberg~nge in dem genanrtten Bereieh gibt. 

Die Oszillatorenst~rken sind absolut genommen zu grofi. Die mit  der Frequenz 
zunehmende Intensitgt  bei Pyrrol wird riehtig wiedergegeben; der Abfall derInten-  
sit/~t bei Furan beim zweiten Dbergang l~13t sich mit  unseren Zus~andsfunktionen 
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nicht erkl/~ren. Es ist versueht worden [17], dureh eine Konfigurationsweehsel- 
wirkung der Zust/~nde V 2 und Va diese Sehwierigkeit zu beheben. Man sollte 
dabei aber nicht auger aeht lassen, dab diese beiden Zust/~nde auch mit dem 
Grundzustand kombinieren, den man deshalb in eine Konfigurationswechselwir- 
kung einsehliegen mfigte. 

Eine Berechnung der Ionisationsenergie hat bisher keine annehmbaren Resu]- 
tare gezeigt. Minimisieren wir die Energien des Grund- und ionisierten Zustandes, 
wobei wir die fiinf Elektronen des ionisierten Zustandes durch die gleiehen Eigen- 
funktionen wie ha Grundzustand beschreiben, wie as haufig vorgeschlagen wird [4], 
so ergibt sieh ein Wert der Ionisationsenergie, der unter l eV bleibt (exp. 9 eV). 

Man k6nnte versuchen, diesem Mangel dnrch lJbergang zu anderen l~adial- 
funktionen ha ionisierten Zustand, bei dem die iibrigbleibenden fiinf Elektronen 
st/~rker auf den l~ing konzentriert sind, abzuhelfen. Eine andere Bereehnung unter 
Anwendung des Koopmansschen Theorems seheint nicht zuls da die Weehsel- 
wirkung der Elektronen in den Einelektronenfunktionen nieht wie bei der SCF- 
Methode berficksiehtigt wird. 

Tabelle 10. Diamagnetismus 

Zmol ] 0 6 . . . . . . . . . .  

X 

g-1 cm a 

4i,3 

Einzentrenmethode 
Y 

g-lcm3 

42,9 

Z 

g-lcma 

48,2 

Furan [103 
e X p .  

g-1 cm a 

43,09 

Pyrrol [10] 
exp. 

g-1 cm 3 

47,6 

Die GrSBe der molaren Suszeptibilit/~t ist iiberrasehend gut in Ubereinstim- 
mung mit den experimentellen Daten, die Anisotropie ist dagegen vermut]ieh zu 
gering, ebenfMls bedingt dutch die Wahl yon Kugelkoordinaten. Der Diamagne- 
tismus ist in erster Linie dureh die Wahl der Radial- und 0-Winkelfunktionen be- 
stimmt; das diamagnetisehe Moment in z-Richtung h/~ngt nicht yon den Mathieu- 
funktionen ab. 

Definition yon X~: 

7. Mathematiseher Anhang 

a) B e r e c h n u n g  der  R~ (1) 

�9 _ _  r~ 
X k = N 2 t ~ r 2/+~+2e-25 r dr 

T~ +1 oo 

Ftir k > -- 2 1 - 2 l~gt sieh X~ rekursiv berechnen: 

Xk (2/+2)!2~ @~/+le-e~ 2/+k+2X~-lOo @ ~ 1 7 6  

wobei X-2~-2 - (2/+ 2)! 

Ffir k = - 2  l - 3 ergibt eine direkte Auswertung des Integrals (7A) 

o o  Zv 

(7.i) 

(7.2) 
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Ffir k < - 2 1 - 3 lagt  sich Xk wiederum rekursiv berechnen:  

P~ [ 2~ ~2/+ } 
X ~ - l - - 2 1 + k + 2  ~ e ~  1 e - o o + X k  . (7.3) 

Mittels einer einfachen Umformung  der folgenden Integrale  ergibt sich sofort 
R~ als : 

r 2 t+k+2 e -2er dr  + r~o r ~'~+~-~ e-~* ~ dr  
0 r 0 

= X k - X - ~ - ~ + 2 ~ ( 2 / + k + 2 ) !  
e~+ ~(21+2)! f o r k > 0 .  (7.4) 

b) B e r e c h n u n g  d e r  F e  (/) 

Definition yon  Y~ : 
oo oo 

Y~ = N~ I r~/+~+2 e-2~r Y r~ /+l -~  e - ~ r  dr  dr  . (7.5) 
0 

Die Berechnung tier Doppelintegrale 1/iBt sich leicht durchfiihren ( - 2 l - 2 _< 
_ < k < 2 l + l ) :  

y k  = (2 l+  J - - k ) ! ( 2 / +  2 + k), 2~ 2~+1-e ( 2 / + 2 + k + ) .  
( 2 / + 2 ) , ( 2 1 + 2 ) ,  22z+3-~ ~ (�89 Z (7.6) 

�9 �9 / * = 0  / g  

Die Theorie der Gebietsin~egrMe liefert: 
c~ r oo oo 

r ~ l+l - lc  e-2~ r ~ r 2/+~+2 e-2* r dr  dr  = ~ r 2~+~+2 e-2~ r f r 2 /+ l -k  e-9* r dr  dr  . 
0 0 0 r 

(7.7) 

Daraus  folgt sofort : 

Fk  = 2 Y~ .  (7.8) 

GrSBere als die angegebenen k-Werte zu benutzen, erwies sieh wegen der 
raschen Konvergenz yon (5A3) als unn6tig. 

m c) B e r e c h n u n g  d e r  r~ 

P~ 
( 0 - unger. 

(7.9) 

Aus der Wahl  des Koordinatensystems geht hervor, dab 

m 2a  (cos m 5 § cos m ~ -  + cos m7~) P ~  cos . (7.t0) T k 

d) B e r e c h r ~ u n g  d e r  O~ n 

Die zugeordneten Legendreschen Funkt ionen  hssen  sich nsch Potenzen yon 
tr igonometrischen l~unktionen entwickelm Die yon  uns benStigten Sonderfalle 
haben folgende Ges~al~ : 

p~-i (cos v ~) = IVz (--1)  z-1 (2 l -- 1)!! �9 sin ~-1 ~ cos d 
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/c--m 

~-m ( k + m - - I  +2#)!! cos2t, v~ V = N ~ ( - -  1) rosin m~ / .  ( - - � 8 9  -~ 

T 

~, ft. ~ sin 2z+m-1 ~ cos2. +2 ~0 
/~=0 0 
/r 

=cr 2 f i . B  l + ~ - , # + ~ )  BBetafunkt ion  
i t=0 

2 + # +  

wobei cr = (Nz) ~ Np (--1) ~ -  (�89 {(2 l - 1)!!} 2 

(k+m--l+2tt)!l 

~ - -  # ! ( 2 # ) !  

e) B e r e e h n u n g  de r  q ~  (mi, m3") 

Wie sehon erws ist die Mathieusehe Differentialgleichung 

~ l(~_~A) + (~ _ 2 q cos  2 ~)  / (~)  = o 
dF~ 

(p~-l)~ p~ sin 0 d~ = ~" 
0 

(7.12) 

(7.13) 

eine Eigenwertgleiehung, deren periodisehe LSsnngen in vier Klassen zerfallen: 

ce2m @) ce2~+~ (~) 8e2.,+1 (~) ~e2~+2 @) 

deren Quadrate die Periode ~ haben. Wir wollen nur die LSsungen mit gerad- 
zahligem Index betraehten, weil sieh aus ibnen mit 2 z periodisehe Funktionen 
gewinnen lassen : 

ood 

Zu jedem Parameterwert q geh6rt ein bestimmter Eigenwert 2, der i.a. ffir jede 
Furlktion versehieden ist. Ffir q - .  0 gehen die Mathieu-Funktionen in die ent- 
spreehenden trigonometrisehen ~unktionen fiber 

cem@)-~cosmcfl sem@)-§ ~-+m ~. (7.i4) 

Wegen der Verwandtsehaft mit den Sinus- und Cosinusfunktionen kann man 
sehon vermuten, dab eine Fourier-Entwieklung giinstig ist und deren Koeffizienten 
leieht bestimmt werden kSnnen. 

P~(eos ~') 
~=~ " ( ~ 2 - ~ ) !  (2#) 

= ]/(2-~U+-~ (k-M) ! ] /2  2 '+~ k - - m  gerade (7.].t) m i t N  k m ;~ 2 : ~ + m ) !  Nt= (2 l -1 ) !  

Aus Symmetriebetraehtungen erh/~lt man die Beziehung: 

/ - - 1  2 (P~ ) P ~ s i n ~ d ~ r  0 n u r f f i r k  mgerade.  
o 

Diesen Fall der Integrale fiber drei Legendre-Funktionen kann man auf die 
Beta- und damit auf die Gamma-Funktion zurfiekffihren : 
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ce2,, @) -- = ~' A~,. cos 2 rcp 
r = 0  

se~m (of) -- ~_~ B2r sin 2 r 9) . (7.15) 
t = l  

Einsetzen der Reihenentwieklung in die Differentialgleiehung ftihrt auf die 
gekursionsformeln: 

2 A o -  qA 2 = 0 (7.16) 

( 2 -  *) A ~ -  q (2 A 0 + A~) = 0 

(2 - 4 r 2) A~r - q (A~r-~ + A~r+~) = 0 

( 2 -  4) B ~ -  qB~ = 0 

(2 - 4 r ~) Bar - q (B~_2 + B~+~) = 0 Setze B 0 = 0 

Die Gesamtheit der RekursioneI1 stellt jeweils ein lineares Gleiehungssysgem 
ffir Eigenwert nnd Koeffizienten d~r. Man kann den Eigenwer~ 2 en~weder dureh 
Diagon~lisierung einer mtendliehen Tridi~gonalmatrix [2I] oder fiber einen un- 
endliehen Kettenbrueh [2] gewinnen. 

Die Koeffizienten kann man dann aus der Theorie der Differenzengleiehungen 
2. Ordnung bestimmen: Die dreigliedrigen gekursionen stellen eine Differenzen- 
gleiehung 2. Ordnung dar. Die Theorie liefert das asympto~isehe Verh~lten yon 

A~r+2 bzw. B2~+2 
A~ B~ 

A~+~ B~+~ q ffir groBe ~' (7.17) 
A~ ' B~ -+2-4 ( r+~)~  

Durch rfiekw/~rtige Rekursion kann man hiermit alle fibrigen Quotienten be- 
stimmen [r _> 2 siehe (7.16)]. 

A2r _ ( ~ 2  4r2 A2r+2t-1 Ber -- ( ~-4fa B~r+~t-l" ( 7 , ~ 8 )  

Aus Produkten soleher Quotienten gehen alle Koeffiziellten bis auf einert kon- 

stanten Faktor hervor. Ist  dieser z. B. 5- bzw.~- , so en~nimmt man A 0, B~ der 
~ 0  

Normierungsbedingung : 

2A0 + 

Sind Koeffizienten und 
Sehwierigkeiten mehr. Die 
fotgendermal3ell dar: 

+ z.. (7A9) 
Ao r--i 

Eigenwerte bekannt, so bereitet eine Integration keine 
in dieser Arbeit vorkommenden vier F/ille stellen sieh 

~) 
- -  y ce2,~ ce2ms ~ o s m ~ d ~  A , B - ~ i  

2Z: r = 0  s = 0  --~z 

r = 0  

At ! 
r = r a + l  

A ~, B '  - , ]  
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-- Se~m~ Se~mj cos m~o dcf 

r = 0  s = 0  - - g  

{s ; B' - B '  ' ' { B2r (~(m+r) 2(m-r)) + B2r (B~(r+m) + B~_~)) , 
r = m + ] .  

3) --y~_~ ce~.m, \(-~t/Se2m, ( ~ ) s i n  m9  d~. 

= 2 ~ ~ A~r B;.~ ~ cos r~o sin s~ sin m~ d~ 
7~ r=O s=O --~ 

= B '  ' B '  B' , 
r=0 r=m+l 

~ 0  ! 

~Z r=O s=O --a 

= I { B 2 m A o - } - '  ~, Bpr (A '2(m_r) -A '2(m+r) )+  ~, a2r(-Az(r-m)-A'2(r+m))}' �9 
r=O r = m + I  

Nich t  vergessen sollte m a n  nat i i r l ieh,  dag  die Entwieklungskoeff iz ienten  eigen- 
wert-  und  p a r a m e t e r a b M n g i g  sind. 

Die ~echnungen wurden an der Rechenanlage Zuse Z 23 im Institut fiir Physikalisehe 
Chemie (Frankfurt/N) durchgefflhrt. 

Wit danken den Herren Assessor K. H]~L~RIC~ und Dipl.-Phys. E. F~ENK]m fiir An- 
regungen und Diskussionen und der Deutschen Forscliungsgemeinschaft fiir ein Stipendium. 
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